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Abstract: Set theories are the theoretical foundation of Semantic Web languages, RDF and

OWL, as they are the foundation of mathematical theories. The W3C document of RDF Semantics

mentions Zermelo-Fraenkel (ZF) Set Theory, and the W3C document of OWL Semantics invokes

the comprehension principle in order to materialize RDF entities in OWL. However, this invocation

arose from misunderstandings of set theories, and what is worse, it caused misdirected criticisms

against RDF and OWL Full under the pretense that ‘comprehension principle allows the paradox

to invade upon systems’. Aiming to rescue RDF and OWL Full theory from such theoretical

disorder, this paper firstly reviews the history of comprehension principle in set theories, and

gives an overview of set theories of Cantor, ZF, and additionally KIF 3.0. Then, the theoretical

foundation of OWL Full is introduced with the discussion of Russell’s Ramified Type Theory.

1 はじめに

バートランド・ラッセルは 1902年にゴットロープ・
フレーゲへの手紙において，フレーゲの著わした「概念
記法」(Begriffsschrift)にある命題関数 (propositional

function)1を ¬x(x)とすると矛盾を導くことを指摘し
た．フレーゲはわずか六日後に手紙を返し，関数 f(x)

は引数としてオブジェクトを取らなければならず，関
数それ自身を取ることすなわち f(f)は正しくないと答
えたが ([1],pp.15)，それが今日ラッセルのパラドック
スと呼ばれるものである．
ラッセルのパラドックスは大きく分けて二つの方法

で解決された．すなわち，一つはツェルメロによって矛
盾を導く無制限の包括原理 (comprehension principle)

をより制約の強い原理に変更する方法であり，もう一
つはラッセルによるタイプ理論の導入である．今日で
はフォン-ノイマン・ベルナイス・ゲーデル (NBG)の集
合論と並んで，ツェルメロ・フランケル (ZF)の集合論
が数学の基礎としての地位を獲得しているが，ZFおよ
びカントールの集合論では空集合のみを出発点に，す
べての集合の要素は集合のみで構成されるため，そこ
に自然数の概念はあってもオントロジーとして必須の
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1フレーゲ自身は命題関数という言葉は用いていない．

オブジェクト概念はない．
Hayesらによる RDF意味論 [2]ではクラス2がメン

バーシップループを有していてもパラドックスはない
ことの傍証として，ZF集合論に言及するが，それ自体
は間違いではないにせよ，RDF意味論との関係は明確
にされておらず，しかも後述するようにオントロジー
として世界の事物を表現するためには，ZFよりもラッ
セルらによるタイプ理論のほうがはるかに適切である．
一方，それ自身は集合の要素ではあっても集合とは

なりえない個物から出発し，有限集合のみを考慮すれ
ば，ZF集合論と同様にラッセルのパラドックスは成立
しない．実際それが NBGを基礎とするKIF[3]の集合
論において提案された方式であり，オントロジー記述
の基本原理としてより好ましい方式と考える．
W3C勧告の「OWL意味論および抽象構文」第 5章

「RDF-Compatible Model-Theoretic Semantics」[4]に
おいて，シーケンス記述における各構成要素がエン
ティティとして存在すること，owl:distinctMembers，
owl:complementOf，owl:unionOf，owl:intersectionOf，
owl:oneOfのサブジェクトが存在すること，owl:onProperty，
owl:allValuesFrom，owl:someValuesFrom，owl:hasValue，
owl:minCardinality，owl:maxCardinality，owl:cardinality

のサブジェクトが存在することが要請され，それを包

2集合論におけるクラスとオントロジーにおけるクラスは異なる
ものである．第 4 節参照．
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括原理と呼んでOWL意味論における公理としている．
しかし，RDF意味論を踏まえたOWLすなわちOWL

Fullにおいては，これらトリプルの構成要素としての
サブジェクトの存在は，RDF意味論における伴意ルー
ルを用いれば自動的に伴意され，集合論における包括
原理などという大げさな道具立てを導入する必要はな
い．しかも集合論の歴史はラッセルのパラドックスを
解決する歴史であったにもかかわらず，RDF意味論は
ラッセルのパラドックスを招くという根拠のない攻撃
がコミュニティの一部から行われた．
本論文では，はじめにフレーゲによる無制限の包括

原理とラッセルのパラドックスを紹介し，その数学的
解決であるツェルメロの分出原理 (separation, ausson-

derung)と ZF集合論について概観し，オントロジー的
解決である KIF3.0の集合論を紹介する．第 3節では
W3Cの勧告におけるこれら集合論への言及について述
べ，第 4節にてラッセルの分岐タイプ理論 (Ramified

Type Theory)を紹介し，第 5節にて OWL Fullとの
親和性および RDF意味論と OWL意味論は矛盾無く
統合し得ることを述べる．最後にそれまでの議論を踏
まえてオントロジーメタモデリングのための基準につ
いても触れる．

2 ラッセルのパラドックスと集合論

ラッセルのパラドックスとは，集合論におけるクラ
ス概念の自己言及によりシステムに惹起される矛盾で
ある．本節では以下にラッセルのパラドックスの影響
を歴史的に概観する．

2.1 包括原理とラッセルのパラドックス

カントールによって見出された包括原理とは直観的
には次のように説明される．

「ある性質を共有する数学的オブジェクト
は集合を形成し，それらオブジェクトはそ
の集合のメンバーとなる」(Doets [5], pp.3)

現代の記法では，無制限の包括原理は次のように記述
される．[1] 以下において，x や α はオブジェクトあ
るいは集合である．
(包括原理) 開かれた良形式な公式 (open well-formed

formula) ϕ(x)について，

∃α∀x[(x ∈ α) ⇔ ϕ(x)] (1)

ここで αは ϕ(x)において自由ではない.

すなわち，包括原理は任意の公式を満足する要素の集
合が定義可能であることを主張している．

ここで ∀x[(x ∈ α) ⇔ ϕ(x)]を α = {x | ϕ(x)}と簡潔
に表記すれば (α = {x | ϕ(x)} ⇔ ∀x[(x ∈ α) ⇔ ϕ(x)])，
包括原理は ∃α[α = {x | ϕ(x)}]と表記され，抽象の法
則とも内包性公理とも呼ばれる．
この無制限の包括原理は上記表記を見れば，集合の内

包的定義を与えるものとして，一見正しそうに見える．
しかしこの ϕ(x) にそれ自体は合理的に見える (x ̸∈ x)

を採用すると (つまり自分自身をメンバーとする集合
を除いた集合概念)，xが αとなる場合には (α ∈ α) ⇔
(α ̸∈ α) となって矛盾が導かれる．個別には一見合理
的に見える二つの条件から矛盾が導かれることでパラ
ドックスと呼ばれる．このラッセルのパラドックスは，
数あるパラドックスの中でも最も純粋で簡潔な形でカ
ントールに始まる素朴集合論に含まれるパラドックス
を指摘し，その後の公理的集合論の発展のきっかけと
なった．
ツェルメロは，パラドックスを避けるためにこの無

制限の包括原理に代えて分出原理と呼ばれる次の公式
を用いた．
(分出原理)開かれた良形式な公式 ϕ(x)について

∀z∃α∀x[(x ∈ α) ⇔ (x ∈ z) ∧ ϕ(x)] (2)

ここで αは ϕ(x)中に出現しない
分出原理では，たとえ ϕ(x)に (x ̸∈ x)を採用しても，
α = {x | (x ∈ z) ∧ (x ̸∈ x)}について，(α ∈ z) ∧ (α ̸∈
α)を満足しないために (α ∈ α)となる αは排除され，
(α ̸∈ α)となる αであれば充足する (α ∈ z)と充足しな
い (α ̸∈ z)があり得て，ただちにはパラドックスとな
らない．ただし，ここで分出される αや分出する zと
は一体何かが問題となる3．すなわち，一旦はパラドッ
クスが回避されたものの，結局はそのような抽象的集
合の実在性についての問題が継続されていったように
思われる．

2.2 超限順序数

ZF 集合論の目的は，数論に確固とした公理論的基
礎を与えることであった．前述したように，我々はオ
ントロジー記述にはラッセルのタイプ理論のほうが適
切であると考えるが，後述するように，ZF 集合論が
Hayesらの RDF意味論 [2]において rdfs:Resourceの
メンバーシップループの根拠として引用されているた
め，ここで ZF集合論の特徴を概観する．
ZF集合論ではカントールと同様にその構成要素とし

て，論理結合以外では集合とメンバーシップのための
表示∈のみを考える．(Doets [5], pp.5)最初にオブジェ
クトとして何はなくても確実に存在するのは空集合だ
けである．

3分出原理ではある集合を構成するにはその要素がすでに別の集
合あるいはクラスの要素であることが要請されている．
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(空集合) ∅ = {x ∈ a | x ̸= x}
以下のような累積的 (cumulative)な集合 Vαを考える．
(Doets [5], pp.3)

(cumulative hierarchy) Vα+1 = Vα ∪ ℘(Vα)
ここで，℘(A) = {x | x ⊆ A}は冪集合すなわち集合 A

のすべての部分集合の集合を表す. すると空集合から
出発して，以下のように次々と累積的集合を生成する
ことができる4．

V0 = ∅
V1 = V0 ∪ ℘(V0) = ∅ ∪ {∅} = {∅}
V2 = V1 ∪ ℘(V1) = {∅} ∪ {∅, {∅}} = {∅, {∅}}
V3 = V2 ∪ ℘(V2) = · · · = {∅, {∅}, {∅, {∅}}}

. . .

詳細は省略するが，空集合に 0を対応させ，上記 Vα+1

を自然数の後続関数 S(n) = n + 1と対応させること
で，Vnとの 1対 1対応により自然数のすべてを得るこ
とができる．
このようにして得られた無限集合に対応する順序数

を ωと表記する．今，空集合に代えてこの ωに対して
同様の操作を適応すれば，ω + ω = ω · 2が得られる．

Vω = ω

Vω+1 = Vω ∪ ℘(Vω) = ω ∪ {ω} = {ω}
Vω+2 = Vω+1 ∪ ℘(Vω+1) = · · · = {ω, {ω}}
Vω+3 = Vω+2 ∪ ℘(Vω+2) = · · · = {ω, {ω}, {ω, {ω}}}

. . .

ただしこれらの ωを含む数に用いられる＋および ·は
通常の数に対するそれとは異なり，交換則が成り立た
ないことを注意しておく．
かくして，ω ·2の次に，ω ·3，. . .，ω ·ω，. . .，ω ·ω ·ω，

. . .，ωωと，次々に数学者は「大きな」集合の概念を得
る．このようなωを含む数は自然数における無限大の概
念とは異なり，超限順序数 (transfinite ordinal number)

と呼ばれる．ここで累積的集合 V の重要な定理を挙げ
る．詳細はクワインその他 [6, 7]を参照されたい．

x ∈ V ⇒ (x ̸∈ x)

x ∈ y ∈ V ⇒ x ⊂ y

Vα ∈ Vα＋ 1 かつ Vα ⊂ Vα＋ 1 であることからも明ら
かなように，どんな「大きな」集合 Vα から出発して
も V0 ∈ V1 ∈ V2 ∈ · · · ∈ Vα−1 ∈ Vα となって，メン
バーシップの降下は必ず最後は空集合で停止する．これ
を正則性 (regularity)あるいは基礎の公理 (foundation

axiom)と呼ぶ．

4ZF では無限公理がこれを可能にする．

カントールと同様な宇宙 (universe)を対象としなが
らも，無制限の包括原理に代えて分出原理を用いるこ
とでツェルメロはラッセルのパラドックスを回避した．
しかし今まで見たように，数学者の考える宇宙は集合
あるいは数しか含まず，しかもその大きさは文字通り
限界を超えている．オントロジー的立場から集合を考
える場合には，数のみならず一般の事物を要素として
許容しなければならず，たかだか自然数の有限の大き
さで十分である．次にそのような集合論としてKIF3.0

の集合論を概観する．

2.3 KIFの集合論

Knowledge Interchange Format (KIF) 3.0[3]ではそ
の第 7章において，ラッセルのパラドックスを踏まえ
て，NBG集合論に基づく KIF固有の集合論が展開さ
れている．そこでは最終的に包括原理や分出原理に代
えて，次式が公理とされている．

x ∈ {ν | φ(ν)} ⇔ bounded(x) ∧ φν/x (3)

ここで φν/x は，φ(ν)中のすべての ν に関する自由な
出現を項 xで置き換えたものである．KIF3.0の集合論
では集合の要素に個物を許容し，すべてのオブジェクト
は個物か集合のどちらかである．一方それとは独立に，
すべてのオブジェクトは boundedか unboundedであ
る．有限な集合は boundedである．unboundedな個物
とは何であるか興味があるが，それについては何ら触
れられていない．

「KIF では，個物 (individuals) と集合の
間に基本的な区別がある．個物は集合では
ないオブジェクトである．boundedと un-

boundedの間にも区別があるが，この区別
は個物および集合とは直交している．bounded
個物と unbounded 個物があり，bounded

集合と unbounded集合がある．エンティテ
ィのこの様々なタイプの間の基礎的な関係が
メンバーシップである．集合はメンバーを持
つが，個物は持つことができない．bounded
オブジェクトは集合のメンバーになること
ができるが，unboundedオブジェクトはな
ることができない．(この条件により集合論
の伝統的なパラドックスを回避することが
可能になる．) 」(KIF3.0[3]集合論)

ZFにおける分出原理 (2)式中の (x ∈ z)は結局のと
ころすでにその存在が認められた集合あるいはクラス
の部分集合の記述のみを許容しているが [7]，KIFでは
それに代わって，bounded(x)を用いることで，個物を
許容して無限の集合を制約することで分出原理と同様
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にラッセルのパラドックスを回避している5．オントロ
ジーを前提にセマンティックウェブ理論の定式化を行
う場合，無限集合の概念を導入しなければラッセルの
パラドックスを気にせずに，(3)式を満たすような集合
のみを考えればよい．

3 RDF意味論とOWL意味論

3.1 RDF意味論における集合論

W3C勧告である RDF意味論 [2]では，次のような
記述がある．

「クラスが RDFS で導入されるとき，そ
れら複数のクラスがそれら自身を含んでも
よい．そのような「メンバーシップループ」
は，基礎の公理であるところの，メンバー
シップについて無限の降下の連鎖を禁止す
るという，標準 (Zermelo-Fraenkel)集合論
理の公理に違反するように見えるかもしれ
ないが，ここで与えられる意味論的モデル
では，オブジェクトとしてのプロパティと
クラスはそれらの外延 (extensions) - その
プロパティに充足するオブジェクト・値ペ
アの集合，もしくはそのクラスの「中」に
含まれるような事物 - とは区別される．そ
れによって，基礎の公理に違反することな
くあるプロパティとクラスの外延がプロパ
ティやクラス自身を含むことができる．特
に，クラス外延写像を用いて，クラスがそれ
自身を含むことができる．例えば，ある「ユ
ニバーサル」クラス（の外延）がメンバー
としてそのクラス自身を含むことは全く問
題なく，これはあるクラス階層の頂上でし
ばしば採用される約束事である．」(RDF意
味論 [2])

ユニバーサルクラスとは rdfs:Resourceのことで，“「ユ
ニバーサル」クラス（の外延）がメンバーとしてその
クラス自身を含む”とは次式で表現される．

rdfs :ResourceI ∈ CEXTI(rdfs :ResourceI) (4)

CEXTI(rdfs :ResourceI) は rdfs:Resource が表示す
るクラスのクラス外延であり．それはこの場合、RDF

ユニバース全体を表示する．“オブジェクトとしての
[...] クラスはそれらの外延 [...] とは区別される” とは
rdfs :ResourceI は CEXTI(rdfs :ResourceI) とは区

5数学的にはこの制約は強すぎる．無限の操作の繰り返しで生成
される無限集合まで拡張してもラッセルのパラドックスは回避され
るが，オントロジーとしては有限で十分に用は足りる．

別されるという意味である．上記 RDF意味論の文章
は，rdfs :ResourceI ∈ rdfs :ResourceI ではないから，
基礎の公理には違反しないという意味である．
確かに ZFではどこにもメンバーシップループはな

いから基礎の公理に違反しない．しかし rdfs:Resource

は，クラスとその外延を区別するとは言え，rdfs:Class

のメンバーシップループに起因するメンバーシップルー
プがある6．したがって rdfs:Resourceや rdfs:Classに
おいてメンバーシップループによる無限の降下を防ぐ
ためには，後述するように，オーダ (階)の導入が必要
である．
RDF意味論は集合概念を基礎に持ちつつもそのクラ

ス概念は集合とは異なるものである．すなわち，

「明示的な外延写像の使用はまた二つのプ
ロパティが異なるエンティティでありなが
ら，厳密に同じ値を持つことを可能にする
し，二つのクラスが同じインスタンスを含
むことを可能にする．これはRDFSのクラ
スは単なる集合以上のものと考えられると
いうことを意味している．それらは単なる
外延的一致を超えた，ロバストな同一性概
念である “分類 (classification) ”あるいは
“概念 (concept) ”と考えられる．」(RDF意
味論 [2])

あるいは同じことであるが，rdfs:subClassOfによる
クラス包摂関係の定義は，それらのクラス外延の集合
としての包含関係を意味するが，その逆は真ではない7．

⟨xI , yI⟩ ∈ EXT I(rdfs :subClassOf I) ⇒
xI ∈ CI ∧ yI ∈ CI∧

CEXT I(xI) ⊆ CEXT I(yI)

(5)

ここでEXT Iはプロパティ外延，CI = CEXT I(rdfs :

ClassI)は論議の領域 (universe of discourse)における
すべてのクラスの集合である．
この公理でわかるように，RDFSではあるクラス外

延が他のクラス外延の部分集合だからといって，その
クラスが他のクラスのサブクラスであるとは言えない
し，あるクラス外延と他のクラス外延が集合として同
じだからといって，両者が RDFSにおいてクラスとし
て等しいとは言えない．

3.2 OWL意味論における集合論

一方対照的に，OWLにおけるクラス概念は集合そ
のものである．「OWL意味論および抽象構文」の第 5

6(4) 式は rdfs:Resource のクラスかつサブクラスである
rdfs:Class がメンバーシップループを持つことによって成立する．
詳しくは [11, 12] 参照．

7http://www.w3.org/TR/rdf-mt#rdfssemcond7 参照．
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章 [4]では rdfs:subClassOfの解釈について以下のよう
になっている8．

⟨xI , yI⟩ ∈ EXT I(rdfs :subClassOf I) ⇔
xI ∈ OCI ∧ yI ∈ OCI∧

CEXT I(xI) ⊆ CEXT I(yI)

(6)

ここで OCI = CEXT I(owl : ClassI) は OWL ユニ
バースにおけるすべてのクラスの集合である．
すなわち，OWL意味論ではRDF意味論と異なって，

もしあるクラス外延が他のクラス外延の部分集合であ
れば，先のクラスは後のクラスのサブクラスとしてよ
いし，あるクラス外延が他のクラス外延と等しければ
両者はクラスとして等価としてよい．しかしこの意味論
は正確に言えば，OWL DLの意味論である．Descrip-

tion Logicではもともと概念の共通や合併はあっても
rdfs:subClassOf に相当する構成がなく [8]，RDFS 語
彙のOWL解釈を決定するときにDescription Logicに
合わせて，そのようにしたものであろう．しかし，そ
れは RDF意味論に述べられた「RDFS のクラスは単
なる集合以上のもの」という特徴を消し去ってしまう．
RDFSの特徴を生かした OWL Full意味論はこれとは
別に定式化されなければならない [12]．

3.3 包括原理とは何か？

「OWL意味論および抽象構文」の第 5章 [4]では，
owl:oneOf や owl:intersectionOf や owl:unionOf の値
であるシーケンス記述において，各要素は明示的に
rdf:Listで一つにまとめられるが，それら要素がエンティ
ティとして存在することを公理として導入するときに包
括原理という名前が用いられている ([4],Comprehension

conditions (principles))．しかし，もともと RDFグラ
フ記述には意味論から見れば冗長な部分があって，意
味論的には同一なものを異なるグラフで表現するこ
とができる．たとえば，ワインオントロジーにおける
vin:RedWineの意味は以下のように異なるグラフで表
現できる．

vin:RedWine rdf:type owl:Class .

vin:RedWine owl:intersectionOf _:cel1 .

_:cel1 rdf:type rdf:List .

_:cel1 rdf:first vin:Wine .

_:cel1 rdf:rest _:cel2 .

_:cel2 rdf:type rdf:List .

_:cel2 rdf:first _:gx3 .

_:cel2 rdf:rest rdf:nil .

_:gx3 rdf:type owl:Restriction .

8この iff 条件は OWL2 においても同様である．http://www.
w3.org/TR/2009/REC-owl2-rdf-based-semantics-20091027/
#table-semcond-rdfs を参照のこと

_:gx3 owl:onProperty vin:hasColor .

_:gx3 owl:hasValue vin:Red .

vin:RedWine rdf:type owl:Class .

vin:RedWine owl:intersectionOf vin:Wine .

vin:RedWine owl:intersectionOf _:gx4 .

_:gx4 rdf:type owl:Restriction .

_:gx4 owl:onProperty vin:hasColor .

_:gx4 owl:hasValue vin:Red .

RDFグラフではあるサブジェクトノードのあるプロパ
ティの値となるコレクションは単にサブジェクトから
放射される複数のアークとノードによって表現するこ
とができる．私見では RDFにおけるその他のコンテ
ナプロパティrdf:Seq，rdf:Bag，rdf:Alt にはそれなり
の意味があり，利用目的もはっきりしているのに比べ
て，rdf:Listの意味や使用法は定かではなく，オントロ
ジー記述に rdf:List表現を用いなければならない必然
性はない．rdf:List表現を用いなければ明示的なシーケ
ンス記述は消えうせて，その結果としてプロパティ値
記述における上記混乱も解消するものと考える．
また，owl:distinctMembers，owl:unionOf，owl:oneOf，

owl:intersectionOf，owl:complementOf，owl:onProperty，
owl:allValuesFrom，owl:someValuesFrom，owl:hasValue，
owl:minCardinality，owl:maxCardinality，owl:cardinality
のサブジェクトが存在することも，同じく包括原理と
いう名前で要請されている ([4],Comprehension condi-

tions (principles))．しかし，これも包括原理という大
げさな名前を持ち出さずとも，RDF意味論における伴
意ルール rdfs4a9を適用すればよい．
これまで概観してきたように，集合論における (無制

限の)包括原理とは (1)式のことである．一方，OWL

意味論に言う包括原理とは，伴意ルールに現れる個物
の存在を要請する原理のようである10．このような違い
がどこから生まれたか定かではないが，プログラム言
語においては list comprehension というものがある11．
これは set-builderの機能を有するプログラム言語にお
いて，与えられた公式を満足するリストを自動的に生
成することを言うが，別の集合から要素を抽出するよ
うになっており，この機能は正確には分出原理と呼ば
れるべきである．集合論における包括原理 (1)式は，個
物の存在についての議論なのではなく，集合あるいは
クラスの存在についての議論であり，集合の要素が問
題とされているのではない．さらに問題なのは，(無制
限の)包括原理はラッセルのパラドックスを導くという
ことを根拠として，RDF意味論に対する攻撃がこれま
でコミュニティの一方の陣営から行われてきた．

9If (uuu aaa xxx .) then (uuu rdf:type rdfs:Resource .)
10http://www.w3.org/TR/2009/

REC-owl2-rdf-based-semantics-20091027/#Appendix:
Comprehension Conditions .28Informative.29 参照のこと．
11http://en.wikipedia.org/wiki/List comprehension
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4 分岐タイプ理論とユニバーサルク
ラス

ラッセル自身はいわゆるラッセルのパラドックスなる
ものを他のパラドックスと同様に悪循環 (vicious circle)

の一種として捉えた．

「避けるべきパラドックスを調べると，そ
れらは全てある種の悪循環の結果であると
いうことがわかる」([10],pp.39)

ラッセルのパラドックスを避けるために，以下のよう
な「悪循環の法則」が設定される．

「ある集まり (collection) のすべてを含む
ようなものは何にせよ，その集まりの一つ
であってはならない．逆に言えば，もしあ
る集まりが全体であって，それがその全体
という点でのみ定義可能なメンバーを有す
るのなら，その集まりはもはや全体ではな
い」([10],pp.40)

集合論にいうユニバーサルクラスはまさにそのような
ものであり，論議の領域全体を表示するクラスである．
ちなみに，集合論において集合はクラスでもあるが，集
合ではないクラスは本来のクラスと呼ばれる．ZFでは
ユニバーサルクラスは集合とは見なされない本来のク
ラスである．NBGでは集合は小文字記号で表現され，
クラスは大文字記号で表現され，それぞれにほとんど
同様な公理が定式化される．

「メンバーとなりうるクラスは集合と呼ば
れる．その他のクラスは，『本来のボストン』
や『真部分』とのアナロジーで，不完全に
も『真のクラス』(proper class)とよばれて
きた」(クワイン [6],序論,大出・藤村訳)

クワインはそれを究極クラス (ultimate classes)と呼ぶ
ことにした．ユニバーサルクラスはその内に無限個の
メンバーを含み，構成主義的な集合論ではそれは無限
回の集合の生成の極限にあるものであるが，それを「単
なる言い回し」とする立場，それを数と同様な意味で
「実在する」とする立場など，哲学的議論も含めて様々
である．
ラッセルは集合論の語彙を用いてではなく，新たに

命題関数 (propositional function)という考え方を導入
する．命題関数とは，それに含まれる変数にある値を
割り当てると命題となるようなものである．そして，こ
の命題関数についてこの悪循環の法則を満たすものと
して分岐タイプ理論 (Ramified Type Theory)を考案し
た．しかし，その定式化は現在の数学的に厳密な目か
ら見ると曖昧であり，その後多くの研究者がこれを様々

に解釈した．ここでは Kamareddine [1]を参考に，分
かりやすさを目的に，1座と 2座の命題関数のみ言いか
えればメンバーシップと 2項関係のみを考えて，RDF

意味論に従って Tarski流の表示意味論を加味する．

• A は個物の語彙であり，a1, a2, . . . , b1, b2, . . . は
A上を走る個物のシンボルである．aIi は ai の，
bIj は bj の表示である．

• Cは 1座の述語語彙であり，Ciは C上を走る単項
述語のシンボルである．CI

i は Ciの表示である．

• R は 2 座の述語語彙であり，Ri は R 上を走る
2項述語のシンボルである．RI

i は Ri の表示で
ある．

• V は変数の語彙であり，x1, x2, . . . , y1, y2, . . . は
V 上を走る変数のシンボルである．xIi は xiの表
示である．yIi は yi の表示である．

(原子命題) CI
i (a

I
j )と RI

i (a
I
j , b

I
k )は原子命題である．

命題関数は「論理結合と量化」，および「先に生成さ
れた命題関数の抽象の法則による抽象化」の二つの方
法により，原子命題より生成される．
(命題関数)Pは命題関数の表記，P はPの各要素 f(f ∈
P)の表示 fI の集合である命題関数の集合 (fI ∈ P )

である．P は次のように定義される．

1. もし j ∈ A∪Vおよび k ∈ A∪Vならば，Ci(j) ∈
P およびRi(j, k) ∈ P，そして CI

i (j
I) ∈ P およ

び RI
i (j

I , kI) ∈ P である．

2. もし f, g ∈ Pならば，fI∨gI ∈ P かつ¬fI ∈ P

である．

3. もしf ∈ Pかつxがfの自由変数ならば，∀xI [fI ] ∈
P である．

4. もし j ∈ A ∪ V ∪ P そして k ∈ A ∪ V ∪ P なら
ば，zIi (j

I) ∈ P かつ zIj (j
I , kI) ∈ P である．た

だし，zi ∈ C ∪ V，zj ∈ R ∪ V である．

5. すべての命題関数は上記ルールを用いてのみ作ら
れる．

ルール 1から 3までの記述は 1階述語論理に相当する．
ルール 4によって高階まで拡張される．
(命題)命題関数の自由変数の個数がゼロの場合，すな
わち変数の個数がゼロかすべての変数が量化されたと
き，それは命題である．
たとえば，Obama ∈ A，そしてHuman ∈ Cの場合，

HumanI(ObamaI)や ∀xI [HumanI(xI)]は命題であ
り，xI(ObamaI)やHumanI(xI)は命題関数である．
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ここまでのところでまだ「悪循環の法則」は設定さ
れていない．たとえば，¬z(z)はいわゆるラッセル集
合12に相当する命題関数であるが，それはまだ定義可
能である．ここでラッセルはタイプを導入する．「同じ
タイプ」とは次のように，step by stepで定義される．
二つのオブジェクト uI と vI は，

1. もし二つの個物ならば同じタイプである．

2. 同じタイプの引数をとる基本命題関数13は同じタ
イプである．

3. uI が命題関数で vI がその否定ならば同じタイプ
である．

4. uがϕ(x)またはψ(y)で，vIがϕI(xI)∨ψI(yI)(こ
こでϕI(xI)とψI(yI)は基本命題関数)ならばuI

と vI は同じタイプである．uが ϕ(xj , xk)または
ψ(yj , yk)で，vI が ϕI(xIl , x

I
m)∨ψI(yIl , y

I
m) (こ

こで ϕI(xIl , x
I
m)と ψI(yIl , y

I
m)は基本命題関数)

ならば，uI と vI は同じタイプである．

5. uIが∀yI [ϕI(xI , yI)]でかつvIが∀zI [ϕI(xI , zI)]
(ここで ϕI(xI , yI)と ϕI(xI , zI)は同じタイプ)

ならば同じタイプである．

6. uI と vI が基本命題ならば同じタイプである．

7. uI が命題関数で vI がその否定なら同じタイプで
ある．

8. もし uI が ∀xI [ϕI(xI)]で vI が ∀yI [ψI(yI)] (こ
こで ϕI(xI)とψI(yI)は同じタイプ)ならば，uI

と vI は同じタイプである．(以上，[10],∗9·131,
Vol.1,pp.138)

分岐タイプとは次のように定義される．

1. 00 は分岐タイプである．

2. もし tm が分岐タイプならば，(tm)n も分岐タイ
プである．ここで nや mは自然数で n > mで
ある．

3. すべての分岐タイプは上記ルールを用いてのみ作
られる．

以下は分岐タイプの例である．

• 00;

• (00)1;

• ((00)1, (00)4)5;

12ラッセルのパラドックスを導く (x ̸∈ x)
13基本命題関数とは，その値として基本命題のみをとるような命
題関数のことである．基本命題とは，いかなる変数も含まないよう
なものである．[10],pp.95 参照．

((00)1, (00)4)4 は分岐タイプではない．
分岐タイプのうち，n = m+ 1なるものを記述可能

(predicative)タイプと呼ぶ．nや mをオーダと呼ぶ．
たとえば，Obama ∈ Aであるとき，ObamaIはタイプ
00であり，HumanI(ObamaI)はタイプ (00)1である．
すると，rdfs :ClassI(HumanI)はタイプ ((00)1)2 で
ある．
ここで RDF意味論に言うクラスは 1座の記述可能

タイプであるとする．すなわち，xI ∈ CEXTI(CI)

は CI(xI) と同じことであり，かつ xI のオーダが n

ならば，CI のオーダは n + 1 とする．すると，たと
えば ObamaI のタイプ 00 に対して，HumanI はタ
イプ (00)1 である．ユニバーサルクラスの (4) 式にお
いて，左辺の rdfs : ResourceI のオーダが n のとき，
右辺の rdfs : ResourceI のオーダは n + 1 である14．
両者は一見同じオブジェクトを表示するように見える
が，分岐タイプ理論ではオーダの違いにより区別され
なければならない．こうして，任意のオーダ nにおける
ユニバーサルクラスのメンバーシップループの降下は
n→ n− 1 → n− 2 → . . . となって最後には停止する．
それでは最後のボトムになる rdfs :ResourceI のオー
ダはいくつであろうか？rdfs :commentI や rdfs : labelI

をオーダ 0とすると15，rdf :PropertyI はオーダ 1，そ
のスーパクラスである rdfs :ResourceI はオーダ 1，そ
してメンバーシップループ (4)式によってそれ以上と
計算される．それでは rdfs :ClassI のオーダはいくつ
であろうか？rdfs :ResourceI ∈ CEXTI(rdfs :ClassI)

であることからオーダ 2以上である．

5 RDF意味論と整合するOWL

RDF意味論において，OWL定義ファイル16にある
ように，

⟨owl :ClassI , rdfs :ClassI⟩ ∈ EXT I(rdfs :subClassOf I)

とすることで，(5)式より

owl :ClassI ∈ CI ∧ CEXT I(owl :ClassI) ⊆ CI

となって，OWL意味論 [4]における owl:Classの条件
を満足させることができる．そして，RDF意味論の有
効な RDFユニバース中において，たとえば OWL定
義ファイルにあるように，

⟨owl :ThingI , owl :ClassI⟩ ∈ EXT I(rdf : typeI)

14ラッセル自身はユニバーサルタイプを導入していない．
15これらのプロパティはインスタンスであり，そのインスタンス
は決して定義されない

16http://www.w3.org/2002/07/owl.rdf
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とすることで，RDFSの伴意ルール rdfs917により，

⟨owl :ThingI , rdfs :ClassI⟩ ∈ EXT I(rdf : typeI)

と伴意され，さらに rdfs818により，

⟨owl :ThingI , rdfs :ResourceI⟩ ∈ EXT I(rdfs :subClassOf I)

と伴意されて，OWL意味論 [4]における owl:Thingの
条件を満足させることができる．
ところで，RDF意味論においてOWL定義ファイル

を適応しただけでは，OCI ⊂ OT I とはならない19．
そこで RDF意味論における公理CI ⊂ RI と同様に，

⟨owl :ClassI , owl :ThingI⟩ ∈ EXT I(rdfs :subClassOf I)

という公理を設定する．この公理によって，すべての
OWLクラスが OWLユニバース中に存在するように
なる．詳細は [11, 12]を参照されたい．

6 OWL Fullのためのメタモデリン
グ基準

これまで見てきたように，メンバーシップの無限の降
下を防止するためには，xI ∈ CEXT I(yI)において，
xIのオーダは必ず yIのオーダよりも小さくなければな
らず，メンバーシップを表す∈において両辺のオーダが
逆順になったり同一オーダになるような，メンバーシッ
プのループがあってはならない．しかし，実際にはそ
のようなオントロジーや predicativeではない20オント
ロジーなどが公開されている．我々はすでに Common

Lisp Object System (CLOS) を用いた OWL Full 処
理系を開発し [13, 14]，公開しているが21，そこでは
CLOSの意味論に合致した OWL Fullのためのメタモ
デリング基準を提案している．本節では改めて，本稿
にてこれまで見てきたようなラッセルらの分岐タイプ
理論に基づいた，OWL Fullのためのメタモデリング
基準を提案する．

1. rdfs:Resourceや owl:Thingのインスタンスでか
つ rdfs:Classや owl:Classのインスタンスではな
いオブジェクトは個物であり，そのオーダは 0で
ある．

2. rdfs:Resourceや owl:Thingのインスタンスでか
つ rdfs:Classや owl:Classのインスタンスである

17http://www.w3.org/TR/rdf-mt/#rulerdfs9
18http://www.w3.org/TR/rdf-mt/#rulerdfs8
19ここで OT I = CEXTI(owl : ThingI)は OWLユニバース
におけるすべてのエンティティの集合である．

20xI ∈ CEXTI(yI) において yI のオーダが xI のオーダより
も 2 以上大きな場合．

21http://www-kasm.nii.ac.jp/∼koide/SWCLOS2.htm

が，rdfs:Classや owl:Classのサブクラスではな
いオブジェクトは，クラスであるがそのオーダは
1である．

3. rdfs:Class のオーダは 2 以上，rdfs:Resource の
オーダは 1以上である．

4. rdfs:Resourceや owl:Thingのインスタンスでか
つ rdfs:Classや owl:Classのインスタンスであり，
しかも rdfs:Classや owl:Classのサブクラスでも
あるオブジェクトは，クラスでありそのオーダは
2以上である．

5. rdfs:subClassOfの引数のオーダは同じでなけれ
ばならない．

6. rdf:typeは predicativeでなければならない．す
なわち，rdf:typeにおけるメンバーをオーダ nと
すると，クラスはオーダ n + 1 でなければなら
ない．

7. 基礎の公理を満足しなければならない．すなわ
ち，原則として直接間接にメンバーシップループ
を作ってはならない．メンバーシップループが一
見見えるときでも，上記基準に照らして，オーダ
を解釈してメンバーシップループの降下は最後に
停止しなければならない．

7 むすび

本論文では RDF意味論および OWL意味論におけ
る集合論に焦点をあて，最初にカントールによる (無制
限の)包括原理，ツェルメロの分出原理を紹介し，ラッ
セルのパラドックスをめぐる集合論の歴史的経緯につ
いて概観した．次に，これらの集合論よりもオントロ
ジーの議論により適切な集合論として，KIF 3.0にお
ける集合論を紹介し，無限集合や全体集合 (ユニバーサ
ルクラス)を導入しなければ，ラッセルのパラドックス
は成立しないことを述べた．
しかし，RDF意味論にはユニバーサルクラス (rdfs:Resource)

やそのメタクラス (rdfs:Class)がある．RDF意味論は
クラスオブジェクトとそのクラス外延を区別すること
で，ツェルメロ・フランケル集合論における基礎の公
理に違反しないと述べているが，本論文ではラッセル
の分岐タイプ理論を紹介して，これをRDFのメンバー
シップに当てはめて，オーダを考慮することによりメ
ンバーシップループを逃れて基礎の公理に違反しなく
なることを述べた．
RDF意味論とOWLDL意味論にはクラス包摂関係に

おいて重要な違いがあることを指摘した．また，OWL1

における comprehension conditionの導入はOWL Full
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では無用であることはW3C勧告にも述べられている
が，それでもこの言葉を用いることは集合論の観点か
ら正しくないことを指摘した．
最後にこれまでの議論を踏まえて，ラッセルのパラ

ドックスを導かない，ラッセル流の観点で言えば悪循
環を導入しないためのオントロジー構成基準を「OWL

Fullのためのメタモデリング基準」という言葉で提案
した．しかしこれといわゆる tractability の問題とは
別問題であることを注意しておく．悪循環はもちろん
untractable であるが，OWL には rdfs:subClassOf 以
外にも様々なオントロジーモデリング機能があるため，
ここで提案した記述を満たしても tractableであるとは
限らない．
我々の開発したOWL Full処理系 [13, 14]では，CLOS

クリーンな観点から OWL Fullメタモデリング基準を
提案したが，さらにこの基準を緩めて，基礎の公理に
違反することなくどこまでメタモデリングが許される
のかという問題，また untractableなメタモデリングの
ほとんどは工学的にナンセンスであるが，基礎の公理
に違反しつつかつ実用上意味のある問題が存在するの
かどうかどういう問題は興味ある問題である．
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