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複数財オークションについて

松井知己 渡辺隆裕

� はじめに

オークションは
 Vickley ���を契機としてゲーム理

論や経済学などで盛んに研究されてきた分野である

が
 オークションが電子商取引の代表的な取引モデル

として大きく発展した事から
 これらの理論の応用可

能性は広がった� Yahooや e�Bayに代表されるよう

な消費者間取引（C�C）における電子オークションに

対し
 近年は企業間取引（B�B� の取引モデルとして

のオークションが注目されている� この分野における

重要な研究課題として複数財のオークションがある�

複数財のオークションは売り手が複数の財を売り

に出すオークションである� 花市場や国債の市場な

ど複数財のオークションは昔から存在したが
 これら

は同種複数財 �multi�items�が売り出されるものであ

る� これに対し
 最近注目されつつあるのは異種複数

財 �multi�objects� のオークションである� 異種複数

財のオークションでは
 販売される財が「組み合せる

ことによって
 個々の価値の総和よりも大きな価値を

生む」という補完性（シナジー効果）を持っている場

合や
 その逆の代替性を持っている場合がある� この

ような場合には
 個々の財を独立して売る事が必ずし

も効率的な資源配分につながらず
 オークションがう
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まく機能しない場合がある� 補完性や代替性がある場

合に異種複数財オークションをどのように行うかは大

きな課題である�

異種複数財のオークションの応用範囲は広い� de

Vries and Vohra ���によると
「いくつかのロジスティ

クスコンサルタント
 例えば SAITECH�INCのシス

テム SBIDなどは
 組合せオークションのソフトウエ

アを実装し
 Logistics�com のシステム OptiBidTM

は ��億ドル以上の運送契約が Bidされたと主張して

いる（���� 年１月）」などと伝え
 物流のプライシン

グでこの分野が注目されていることを主張している�

また公共部門では規制緩和と市場経済重視の流れか

ら
 電波（周波数帯）をオークションで売り出すこと

が検討され
 既にアメリカやヨーロッパなどで実施さ

れている� 周波数帯などは隣り合う周波数帯を組み合

わせて購入すると
 価値が大きく増大するため
 複数

の財をどのように組み合せてオークションするかが大

きな課題となっている� 今後は公的資産や公有地の売

却などに対しても
 異種複数財のオークションが注目

されるであろう�

複数財オークションの �つである組合せオークショ

ン �combinatorial auctions�は
 このような異種複数

財のオークションの代表的なモデルであり
 多くの研

究が行われている �de Vries and Vohra ���など�� 組

合せオークションは
 参加者が財のすべての部分集合

に対する価値を売り手に提出し
 売り手がその情報を

もとに利益が最大となるような財の配分方法を決定

するというオークションである�

組合せオークションでは
 参加者は財の部分集合
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すべてについて金額を申告しなければならないため


その申告数は指数的に増大し
 財の数が大きくなっ

た場合には現実的ではない� これに対し
筆者たちは

Matsui and Watanabe ��� �	�において「その集合の

中のどれか � つが欠けても価値がなく
 またその集

合以外の財にも価値がないような財の集合」である

「必要十分財 �necessary bundle�」が各参加者に �つ

ある場合を分析した� そして，参加者が必要十分財

を欲しているような状況で
 参加者が「彼の必要十分

財 � つとその価値」を入札するようなオークション

について分析を行った� その結果として
 必要十分財

のオークションは
 戦略的な行動によっても効率的な

資源配分を達成できるオークションであることを示し

た� 更に周波数オークションなどに応用できるような

consecutive one propertyと呼ばれる性質を満たすな

らば
 売り手の利益を最大にするような財の最適な割

り当てを求める多項式時間アルゴリズムが存在し
 売

り手の利益を最大にするような最適解が複数ある場

合（同点となる参加者群が複数ある場合）に
 等確率

で �つの解を選び出す多項式時間アルゴリズムが存

在することなどを示している� 本論文は
 筆者たちの

研究 Matsui and Watanabe ��� �	�の研究成果を要約

し
 紹介することを目的としている�

オークションは学際的な研究分野であり
 マルチ

エージェント理論
 経済学・ゲーム理論
 組合せ理論


経営学・経営情報
 暗号理論などに離散して研究者が

存在している� 各分野の研究者が連携を取り合い研究

を進めるうえで
 本稿がきっかけになれば幸いである�

� 必要十分財のモデルとその応用

本稿で扱うモデルでは
 一人の競売人（売り手）

が m 個の財をオークションに出しており
 n 人の

オークション参加者（買い手）がいる状況を扱う� 参

加者の集合を N � f�� �� � � � � ng とし
 財の集合を

M � f�� �� � � � �mgとする� 財の部分集合 S � M に

対する各参加者 iの価値を Vi�S�で表す� Vi�S� � �

とし
 便宜的に Vi��� � � とする�

各参加者は必要十分財と呼ばれる財の部分集合 �つ

を欲していると仮定する� 各参加者にとっては
 その

部分集合中の財のどれか �つが欠けると価値がなく


またそれ以外の財にも価値がないとする� 現実にはこ

のような仮定がいつも成り立つとは限らない� 例えば

１つや２つの財が欠けても残りの財の価値は減ずる

ことはあれ �になることはない場合も多いであろう�

この仮定は「必要十分財中のどれか �つが欠けると

価値が大幅に減じられ
 それ以外の財にはほとんど価

値がない」ような状況を近似的に表していると解釈で

きる� 参加者 iの必要十分財を Ti とし
 彼の Ti に対

する価値を vi � �とする� したがって
Vi�S�は以下

のように表せる�

Vi�S� �

�
vi �Ti � S��

� �その他��

以下では � を財の価値の最小単位とする� すなわち


すべての i � N に対し vi � f�� ��� �� � � �gとする�

� 必要十分財のオークション

必要十分財のオークションルールは以下のような 

ステップからなっている�

ステップ � 各参加者 iは
 自分の必要十分財 Bi と

その入札額（落札時の購入額）bi を同時に提出する

�各参加者は正直に入札するとは限らないので
 �Bi� bi�

と �Ti� vi�を区別する�� ここで入札最小単位を �と

し
 ある正整数 I に対して � � �
I
を仮定する� また

Z� � f�� ��� �� � � �gと定義する� なお以下では入札を

並べたベクトル ��B�� b��� �B�� b��� � � � � �Bn� bn�� を

�B� b� と成分の順番を変えて表示する�

ステップ � 競売人は全参加者からの入札をもと

にして
 売却額が最大になるような財の割り当て

を（計算機で）計算する� これは以下のような

BAP �B
b��Bundle Assignment Problem� と呼ばれ

る整数計画問題で表される�

BAP�B� b�� maximize
X
i�N

bixi � bx

subject to
X
i�Bi�j

xi � � ��j �M��

xi � f�� �g ��i � N��

なおここで x � �x�� x�� � � � � xn�
�である�

ステップ � 最大利益となる割当が唯一の時は
この

割当にしたがって財が配分される�最大利益となる割

当が �つ以上あるときは
 これらのうちの �つの割当
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をランダムに選び、その割当にしたがって財が配分さ

れる� 結果として財が配分された参加者を落札者と呼

ぶ� 落札者は入札額を競売人に渡す�

上記の問題 BAPは
 winner determination prob�

lem
 set packing problem
 weighted stable set prob�

lem
 weighted clique problem
 weighted indepen�

dent set problem 等
 様々な名前で呼ばれる� この問

題は NP�困難と呼ばれるクラスに属し
 理論的には


解くことが困難と予想されている� しかしながら
 組

合せ最適化の分野では古くから研究されており
 現在

では商業用整数計画法ソフトウェアで数千変数の問題

も実用的な時間で解くことができる �
��

参加者 iの期待効用を議論するために
 BAP�B� b�

の最適解の集合を ��B� b�とし
 参加者を以下の 種

類に分ける�

P �B� b� � fi � N j xi � � �x � ��B� b�g�

R�B� b� � fi � N j xi � � �x � ��B� b�g�

Q�B� b� � N n �P �B� b� �R�B� b���

ここで P �B� b�� Q�B� b�� R�B� b� に含まれる参加者

はそれぞれ passed
 questionable
 rejectedであ

る
 と呼ばれる� passedな参加者は必ず落札者として

財が割り当てられ
 rejectedな参加者には財は割り当

てられない� questionableな参加者は最適解が複数あ

るため
 くじびきの結果として財が割り当てられる時

と割り当てられない時がある�

参加者 iの期待効用は以下のように定義される�

Ui�B� b� �

���
��

Vi�Bi�	 bi �i � P �B� b���

�Vi�Bi�	 bi�� �i � Q�B� b���

� �i � R�B� b���

ここで � � jfx � ��B� b� j xi � �gj�j��B� b�j は参

加者 iが落札者として選ばれる確率を表す�

� ゲーム理論からの分析結果

��� 効率的な資源配分とナッシュ均衡

経済学等におけるオークション研究の目的の �つ

は
 参加者の戦略的な行動によってそのオークション

の結果がどのようなものになるかを調べる事である�

特に重要なのは
 戦略的な行動の結果としてもオー

クションが効率的な資源配分を達成するかどうかで

ある�

この場合における効率的な資源配分とは
 競売人と

参加者の総余剰が最大になることを示す� ここでは単

純化のために売り手の財に対する価値は �であり
 買

い手は財を購入するために十分なお金を持っており、

売り手の効用は財から得た効用とお金との合計で決ま

るとする� 財の配分 �S�� � � � � � S
�
n�が効率的 �e�cient�

な財の配分であるとは
 任意の財の配分 �S�� � � � � Sn�

に対して X
i�N

Vi�S
�
i � �

X
i�N

Vi�Si�

が成立することである� なおここで �S�� � � � � Sn�が財

の配分であるとは
 �S�� � � � � Sn�が財の集合M の分

割となっていること
 すなわち �i�NSi � M 
 かつ任

意の fi� jg � N に対し �i 
� j � Si � Sj � ��が成立

することを言う�

必要十分財オークションにおいて
 もし参加者が正

直に自分の真の必要十分財とその価値を申告した場

合
 競売人の利益を最大にする財の割当は効率的な資

源配分となる� しかし参加者は自分の真の必要十分財

とその価値を正直に申告するとは限らない� そこで


ナッシュ均衡を参加者の戦略的な行動の結果と考え


ナッシュ均衡がどのようなものであり
 ナッシュ均衡

における財の割当が効率的な資源配分となっているか

を議論する�

入札 �B�� b��がナッシュ均衡であるとは
 任意の参

加者 i � N の任意の入札 �Bi� bi� � �M  Z� に対し

て
 Ui�B
�� b�� � Ui��Bi�B

�
�i�� �bi� b

�
�i�� が成立す

ることである� ここで以下のような入札額ベクトルの

集合 F��B� v�を考える�

F��B�v� �

���
��b � ZN

�

�������
bi � vi ��i � R �Q��

bi � vi 	 k� ��i � P ��

��B� b� � ��B�v�

���
�	

ここで kは k � j��B� v�jを満たす正の整数である�

また
 P � P �B�v�� Q � Q�B�v�� R � R�B�v�で

ある� F��B�v�は BAP�B� v�と BAP�B� b�の最適

解の集合が一致するような入札額ベクトルの集合で

ある�

与えられた入札額ベクトルの集合 X � ZN
� に対し

て
 b � X が極小入札額ベクトルであるとは
 任意

の b
� � ZN

� に対して
 �b� � b かつ b
� 
� b� ならば
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b
� 
� X が成立することを言う�

定理 � F��T �v�が非空ならば� F��T �v�の任意の

極小入札額ベクトル b
�に対して� �T � b��はナッシュ

均衡となる�

F��T �v�においては
 passed な参加者は
 自分の

真の価値より低い入札額を申告するが
 どのくらい

低い入札額を申告しなければならないか（すなわち

kの値）は
 参加者の真の価値に対する最適解の個数

j��B� v�j
 すなわち「同点となる落札結果の数」に

よって異なる�

しかし最適解の個数は常に �n 以下であるから
 参

加者の真の価値に対する最適解の個数に関わらず以

下のような結果が成立する�

系 � 以下の集合の任意の極小ベクトル b
�に対して�

�T � b��はナッシュ均衡となる����
��b � ZN

�

�������
bi � vi ��i � R �Q��

bi � vi 	 �n� ��i � P ��

��B� b� � ��B�v�

���
�	

もし参加者の真の価値に対する最適解が唯一

�j��B� v�j � ��ならば
 ZN
� は以下のように表せる�

系 � もし参加者の真の価値と必要十分財に対する

最適解が唯一ならば� 以下の集合の任意の極小ベクト

ル b
�に対して� �T � b��はナッシュ均衡となる����

��b � ZN
�

�������
bi � vi ��i � R �Q��

bi � vi 	 � ��i � P ��

��B� b� � ��B�v�

���
�	

F��T �v�が非空ならば
 Nash 均衡は存在するが


空であれば存在しない。しかしながら
以下の定理に

より入札単位が十分に小さいならば
 必ずその Nash

均衡が存在する�

定理 � もし � が十分に小さい正の数ならば�

F��T �v�は非空である�

��� ワルラス均衡の非存在

このようなオークションを用いずとも
 個々の財を

独立したオークションで売ることによって効率的な資

源配分は達成されないのであろうか� Bikhchandani

������ はこのような財の組合せに代替性・補完性が

ある場合のオークションを考察し
 �非分割財の� ワル

ラス均衡が存在する場合は独立したオークションで

効率的な資源配分が達成されることを示した� 本研究

での必要十分財が存在する状況は
 ワルラス均衡が存

在しない場合を含んでおり各財の独立したオークショ

ンでは効率的な資源配分は達成できない�

� 組合せ最適化理論からの結果

��� consecutive one property

財が何らかの順序で直線上に配置され
 すべての必

要十分財が直線上の �つの区間で表される時に
 これ

らの必要十分財の組は consecutive one property を

持つという� すなわち必要十分財の組 �T�� � � � � Tn�が

consecutive one propertyを持つとは
 任意の i � N

に対して
 Ti � fj �M j li � j � hig となるような

�li� hi�が存在することを言う �実際には財の番号を置

換した
 ある財の並び替えに対して成立すればよい��

このような consecutive one propertyは
 物流や周

波数帯のオークションにおける選好の特徴を良く表し

ている� 例えば周波数帯のオークションでは
 隣り合

うような周波数帯を取得すると
 その組合せ効果によ

り �つの周波数帯の価値を足し合せたものよりも高

い価値になると言われている� しかも各参加者が価値

を持つ周波数帯は
 その参加者の事業地域の特性に依

存して
 それぞれに異なる� Kirishna and Rosenthal

���や Rosenthal and Wang ���は
 直線上に配置され

た周波数帯を考え
 �local� bidder と呼ばれる参加者

は �つの周波数帯のみに
 �global� bidder と呼ばれ

る参加者は � つの周波数帯とその右隣りの周波数帯

のみに選好を持ち
 特に �global� bidderは
 該当す

る �つの周波数帯に強い補完性を持つような状況を

議論している�

今ここで
 参加者が連続したいくつかの区間の周波

数帯を必要十分財と考えているとしよう� このような

周波数帯のオークションは consecutive one property

を満たしている�

このような consecutive one property を満たす必

要十分財オークションについて
 筆者達は以下のよう

な結果を導いた�
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結果 �

必要十分財の組が consecutive one property を満

たす場合には� 必要十分財のオークションにおける最

適割当問題 BAPは� 重みづけ有向グラフの最長路問

題に変換することができる� この問題は古典的な動的

計画法を用いて多項式時間で解く事が出来るので� 結

果として BAPを多項式時間で解くアルゴリズムが存

在する�

入札に対して最適な財の割り当て方法が複数ある

ときは
 参加者の公平を保つため
 すべての最適解の

中から等確率で１つの割当方法を選ぶ� しかしなが

ら
 これには一般にはすべての最適解を列挙しなけれ

ばならず
 多くの計算時間がかかる事が多い�

結果 � 必要十分財の組が consecutive one property

を満たす場合には� 入札に対して最適な財の割り当て

方法が複数あるときに等確率で１つの割当方法を選

ぶ多項式時間で解くアルゴリズムが存在する�

結果 � 必要十分財の組が consecutive one property

を満たす場合には� 定理 �で示したナッシュ均衡を�

明示的な線形不等式系の解で ZN� に入っているもの

の極小解として表現することができる�

� まとめ

以上本論文では
 必要十分財のオークションを定義

し
 戦略的な行動によっても効率的な資源配分を達成

できること
 周波数オークションなどに応用できるよ

うな consecutive one property と呼ばれる性質を満

たすならば
 競売人の利益を最大にするような財の最

適な割り当てを求める
 多項式時間アルゴリズムが存

在し
 更に競売人の利益を最大にするような最適解が

複数あるような場合 �同点となる参加者群が複数ある

場合� に
 等確率で �つの解を選び出すことができる

ような多項式時間アルゴリズムが存在することなど

を示した�

本論文では結果における証明は省いている� 興味のあ

る方は筆者たちの研究Matsui andWatanabe ��� �	�を

参考にしていただければ幸いである� 筆者らの結果は


http��www�misojiro�t�u�tokyo�ac�jp� tomomi�TRs�か

らもダウンロードすることができる�
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