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Abstract In the long history of the study of cellular automata, the amounts of bit-information exchanged at one
step between neighboring cells have been assumed to be O(1)-bit. In the present paper, we introduce a new class of
cellular automata, CAk-bit, whose inter-cell communication is restricted to k-bit and propose several time-optimum
or nearly optimum synchronization algorithms on CAk-bit in the case where k=1 and k=2. We show that there
exists a six-state CA2-bit that can synchronize any one-dimensional n cells in 2n-2 optimum steps.

1. はじめに

1957年, J. Myhill によりセルラーオートマトン (CA と略
す) 上での一斉射撃問題が提唱され, M. Minsky [4] により
3n+O(log n)ステップ (nはセル数)で動作する一斉射撃アル
ゴリズムが世界で初めて提案されて以来, 一斉射撃問題に関す
る研究は数多くなされている. 代表的な 1 次元一斉射撃アル
ゴリズムとして, Balzer [1], Mazoyer [2], Waksman [9] らに
よる 2n − 2 ステップ最適時間アルゴリズムが知られており,

Mazoyer [2]による 6状態アルゴリズムは内部状態数が最も少
ないものとして知られている. 一方, 従来の CAにおいて隣接
するセル間の通信量は O(1)ビットとされてきたが, セル間の
通信量に関する研究は前例が少なく, これまであまりなされて
いない. 本稿では, セル間の相互通信量を kビットに制限した
CAk-bit上での一斉射撃アルゴリズムを提案する.

2. 通信量を制限したセルラーオートマトン

CAk-bitとは, 従来のセルラーオートマトンのセル間通信量
に制限を加えたものである. kビット通信セルラーオートマト
ン (CAk-bitと略す)とは, Mazoyer [3], Umeo and Kamikawa

[7, 8]らによって考案された計算モデルで, セルと呼ばれる有
限オートマトンの集合を, k ビットの通信リンクで双方向に接
続したものである. 各セルを 1次元アレイ状に接続したものを
1次元 CAk-bitと定義する (図 1). 1次元 CAk-bit上の全ての
セルは時刻 tにおいて自身の内部状態と隣接するセルからの k

ビットの情報を同時に読み取り, 同一の遷移規則集合を参照す
ることにより, 時刻 t + 1における自身の内部状態と隣接する
セルへの kビットの情報を決定する. 全てのセルはこの処理を
同時に行い, これを状態遷移と呼ぶ. また 1回の状態遷移に必
要な時間を 1ステップと定義する. 本稿では k = 1及び k = 2

の場合の CA1-bit, CA2-bitを考察の対象とし, これらの計算モ
デルの上で一斉射撃問題を解決するアルゴリズムを提案する.

3. 一斉射撃問題

一斉射撃問題 (Firing Squad Synchronization Problem,

FSSP と略す) とは CA の同期に関する問題であり, 局所的
な通信のみが可能なモデルにおいてモデル全体を制御すること
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図 1: 1次元 CAk-bit

ができるアルゴリズムの存在と, その証明のための問題の一つ
である.

FSSPでは時刻 t = 0において, 将軍と呼ばれるセルから同
期を開始する信号を発信し, 未来のある時刻 t = αにおいて全
てのセルが同時に射撃状態と呼ばれる特別な状態に遷移するよ
うに遷移規則を決定する. 射撃状態はセルが同期する課程にお
いて発生してはならない. 将軍より発信された最初の信号が到
達する前のセルを静止状態と呼び区別する. また, ある次元に
おける FSSPにおいて, 最小の時間にて動作する一斉射撃アル
ゴリズムを最適時間一斉射撃アルゴリズムと呼ぶ.

4. Mazoyerによる一斉射撃アルゴリズム

本節では, 考案した一斉射撃アルゴリズムのベースとなる
Mazoyer [2]の一斉射撃アルゴリズムについて説明する. Ma-

zoyer [2] の一斉射撃アルゴリズムは, 従来の 1 次元 CA 上で
動作するアルゴリズムであり, セル間の通信量は O(1)ビット
である. 図 2にMazoyerによる一斉射撃アルゴリズムの時間
空間図式を示す.

最初にセル空間全体の初期状態を設定する. Mazoyer [2]の
一斉射撃アルゴリズムは時刻 t=0の時点で信号を発する将軍
状態 G が左端のセルに限定されるため, 左端のセル C1 を G

状態としそれ以外のセルは静止状態 Qとする. 時刻 t = 0よ
り G 状態を保有するセル C1 は右側のセル C2 に信号を発す
る. その信号を受けたセル C2 が時刻 t = 1 に更に右側のセ
ル C3 に信号を送る. この処理を右端のセル Cn に信号が到達
するまで行うことで 1

1
波が生成される. そして 1

1
波は, 時刻

t = 0 にセル C1 が G 状態, 時刻 t = 1 にセル C2 が C 状態,

時刻 t = 2にセル C3 が A状態, 時刻 t = 3にセル C4 が G状
態, 時刻 t = 4に C5 が C状態, 時刻 t = 5にセル C6 が A状
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図 2: Mazoyerによる一斉射撃アルゴリズム

態 ・・・ と 3種類の状態を用いることによりセル空間を 2:1に
分割するための n mod 3を計算する.

時刻 t = n− 1においてセル Cnに到達した 1
1
波は信号を反

射させ, 左側のセル Cn−1 に信号を送ることで反射 1
1
波を生成

する. この時点でセル空間の n mod 3が判明するため, それに
より反射 1

1
波の内部状態と分割するセル空間のうちの右側の

セル空間を遅延させるステップ数が決定する. セル空間を 2:1

に分割する 2:1波はそれぞれ 1
2
波, 2

7
波, 4

23
波, 8

83
波 ・・・と

なり, セル数 nが大きければ大きいほど波の数も増加する. 反
射 1

1
波と 2:1波が衝突した地点に新たに G状態を生成し, 反

射 1
1
波を左側のセルに, 分割したセル空間を同期させる信号が

右側のセルに発せられる. このようにセル空間を 2:1に分割す
る過程を再帰的に行い, セル空間が分割しきれなくなった時点
で射撃状態を生成し, FSSPを解決するアルゴリズムである.

5. CA1-bit上での2n-1ステップ一斉射撃アル
ゴリズム

本節では, CA1-bit上での一斉射撃アルゴリズム A1 につい
て述べる. 一斉射撃アルゴリズム A1 は Mazoyer [2] をベー
スとしたアルゴリズムである. 図 3 は一斉射撃アルゴリズム
A1 を計算機上に実装したものである. 図中の横配列が一次元
CA1-bit であり, 縦が時間の流れを表している. 各々の正方形
の升がセルであり, 升の中心に書かれている記号が内部状態,

左右に書かれている黒い三角形が隣接セルへのビット送信を表
している.

セル空間を 2:1に分割する信号はA, B, Cの三種類の状態を
用いて制御しているが, 最初に生成される 2:1波のみは別の方
法を以って制御する. これは左端の将軍状態 Gを保有するセ
ル C1 が左側のセル C2 に信号を送る際, 通信量の制限により
一種類の遷移しか行うことができないためである. 1

1
波を受け

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

0 Gf Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q QWL

1 Gf Bn Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q QWL

2 Gf b0 Bn Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q QWL

3 G c0 An Bn Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q QWL

4 G b0 a1 An Bn Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q QWL

5 G c0 a2 Bf An Bn Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q QWL

6 G b0 As b0 Bf An Bn Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q QWL

7 G c0 a0 b1 Cl Bf An Bn Q Q Q Q Q Q Q Q Q QWL

8 G b0 As b2 c1 Cl Bf An Bn Q Q Q Q Q Q Q Q QWL

9 G c0 a0 Bb1 c2 Af Cl Bf An Bn Q Q Q Q Q Q Q QWL

10 G b0 As Bb2 Cc1 a0 Af Cl Bf An Bn Q Q Q Q Q Q QWL

11 G c0 a0 b1 Cc2 a1 Bl Af Cl Bf An Bn Q Q Q Q Q QWL

12 G b0 As b2 Cc1 a2 b1 Bl Af Cl Bf An Bn Q Q Q Q QWL

13 G c0 a0 b1 Cc2 Aa1 b2 Cf Bl Af Cl Bf An Bn Q Q Q QWL

14 G b0 As b2 Ac1 Aa2 Bb1 c0 Cf Bl Af Cl Bf An Bn Q Q QWL

15 G c0 a0 b1 Ac2 Ba1 Bb2 c1 Al Cf Bl Af Cl Bf An Bn Q QWL

16 G b0 As b2 c1 Ba2 Bb1 c2 a1 Al Cf Bl Af Cl Bf An Bn QWL

17 G c0 a0 Bb1 c2 Ba1 Bb2 Cc1 a2 Bf Al Cf Bl Af Cl Bf An BWL

18 G b0 As Bb2 c1 Ba2 Cb1 Cc2 Aa1 b0 Bf Al Cf Bl Af Cl B AWL

19 G c0 a0 Bb1 c2 a1 Cb2 Ac1 Aa2 b1 Cl Bf Al Cf Bl B A CWL

20 G b0 As Bb2 Cc1 a2 Ab1 Ac2 Aa1 b2 c1 Cl Bf Al B A C DWL

21 G c0 a0 b1 Cc2 a1 Ab2 Ac1 Aa2 Bb1 c2 Af Cl B A C D QWL

22 G b0 As b2 Cc1 a2 Ab1 Ac2 Ba1 Bb2 Cc1 a0 B A C D Q QWL

23 G c0 a0 b1 Cc2 a1 Ab2 Bc1 Ba2 Cb1 Cc2 a1 A C D Q Q QWL

24 G b0 As b2 Cc1 a2 b1 Bc2 Ca1 Cb2 Cc1 BWL Bn D Q Q Q QWL

25 G c0 a0 b1 Cc2 Aa1 b2 c1 Ca2 Cb1 Bf AWL Gg Bn Q Q Q QWL

26 G b0 As b2 Ac1 Aa2 Bb1 c2 Ca1 Bf Af CWL Gg b0 Bn Q Q QWL

27 G c0 a0 b1 Ac2 Ba1 Bb2 c1 Gg Af Cf DWL Gg c0 An Bn Q QWL

28 G b0 As b2 c1 Ba2 Bb1 AWL Gg Cf Dw QWL G b0 a1 An Bn QWL

29 G c0 a0 Bb1 c2 Ba1 Af CWL Gg Dw n2 Q G c0 a2 Bf An BWL

30 G b0 As Bb2 c1 Gg Cf DWL Gg b0 n0 n1 G b0 As b0 B AWL

31 G c0 a0 Bb1 AWL Gg Dw QWL G c0 A n2 G c0 a0 b1 A CWL

32 G b0 As Af CWL Gg b0 Q G b0 As CWL G b0 As CWL Bn DWL

33 G c0 Gg Gf DWL G c0 DWL G c0 Gg DWL G c0 Gg DWL Gg AWL

34 G G Gg G G G G G G G Gg G G G Gg G Gg G

35 T T T T T T T T T T T T T T T T T T

図 3: CA1-bit上での同期アルゴリズム

たセルは自身をカウンティングし, 左側のセルからの信号を待
つ. セル C1 から t = 1の時点で右側のセルに信号を発し, 信
号を受けたセル C2 は 1ステップ経過後, t = 3の時点で右側
のセル C3 に信号を発する. この制御を繰り返すことにより 1

2

波が形成され, 最初の 2:1波となる. 以降の 2:1波はMazoyer

[2] と同様のアルゴリズムを用いて制御する.

セル間通信量が限定されているため, 1
2
波と反射 1

1
波が衝突

したセルより左側のセル空間は反射 1
1
波と 2:1波の制御に用

いる信号を区別することができないため, 1
2
波と反射 1

1
波の衝

突後 1 ステップ遅く反射 1
1
波が送られる. そのため 2:1 波の

A, B, Cの情報を保有するセルは, 1 → 2 → 1 ・・・ とカウン
ティングを行い, カウンティングが 1の状態で右側のセルから
信号を受けた場合を反射した 1

1
波の認知に, カウンティングが

2の状態で右側のセルから信号を受けた場合を 2:1波の制御に
用いる. 反射 1

1
波が 1ステップ遅く送られるため, このアルゴ

リズムを再帰的に用いると再起した回数分, 同期が遅くなって
しまう. そのため, 最初の 2:1点探査により生成された将軍状
態より右側のセル空間は再帰的なアルゴリズムを用い, 左側の
セル空間は右側の各将軍状態から 1ステップ早く信号を送り,

新たに出現した静止状態のセル空間にカウンティングする要素
を組み込むことに最適時間にて動作するアルゴリズムを用いて
る. 全体のセル空間は最適時間より 1ステップ遅い 2n-1にて
動作するアルゴリズムとなる.

A1 を計算機上に実装し, セル数 nを 2≦ n≦ 1000とした
場合の全てにおいてシミュレーションを行い, 正常に動作する
ことを確認した. 以下に定理を記す.
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[定理 1]任意の n (n≧ 2)に対して，n個のセル空間を 2n− 1

ステップで同期させる CA1-bit M1が存在する．M1の内部状
態数は 54，遷移規則数は 207である.

6. CA2-bit上での最適時間一斉射撃アルゴリ
ズム

本節では CA2-bit 上での一斉射撃アルゴリズム A2 につい
て述べる. 一斉射撃アルゴリズム A2 は Mazoyer [2] をベー
スとしたアルゴリズムである. 図 4 は一斉射撃アルゴリズム
A2 を計算機上に実装したものである. 図中の横配列が一次元
CA2-bit であり, 縦が時間の流れを表している. 各々の正方形
の升がセルであり, 升の中心に書かれている記号が内部状態,

左右に書かれている黒い三角形が隣接セルへのビット送信を表
している. A2 は A1 とは異なり, 通信量の増加により最初の
1
1
波から A, B, Cの内部状態を順に持たせることができるた
め, 全て再起的に動作する. 全体のセル空間は最適時間にて同
期するアルゴリズムである.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

0 G Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

1 G C Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

2 G B A Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

3 G C G B Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

4 G B A B C Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

5 G C G Q C A Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

6 G B A Q A A B Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

7 G C G Q A B B C Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

8 G B A Q Q B C C A Q Q Q Q Q Q Q Q Q

9 G C G B Q Q C A A B Q Q Q Q Q Q Q Q

10 G B A B C Q A A B B C Q Q Q Q Q Q Q

11 G C G Q C Q A B B C C A Q Q Q Q Q Q

12 G B A Q C Q Q B C C A A B Q Q Q Q Q

13 G C G Q C A Q Q C A A B B C Q Q Q Q

14 G B A Q A A B Q A A B B C C A Q Q Q

15 G C G Q A B B Q A B B C C A A B Q Q

16 G B A Q Q B B Q Q B C C A A B B C Q

17 G C G B Q B B C Q Q C A A B B C C B

18 G B A B Q B C C A Q A A B B C C B A

19 G C G B Q Q C A A Q A B B C C B A C

20 G B A B C Q A A A Q Q B C C B A C B

21 G C G Q C Q A A A B Q Q C B A C B Q

22 G B A Q C Q A A B B C Q G A C B Q Q

23 G C G Q C Q A B B C C B G C B Q Q Q

24 G B A Q C Q Q B C C B A G B Q Q Q Q

25 G C G Q C A Q Q C B A C G C Q Q Q Q

26 G B A Q A A B Q G A C B G B A Q Q Q

27 G C G Q A B B A G C B Q G C G B Q Q

28 G B A Q Q B A C G B Q Q G B A B C Q

29 G C G B Q G C B G C Q Q G C G Q C B

30 G B A B A G B Q G B A Q G B A Q G A

31 G C G G C G C Q G C G C G C G C G C

32 G B G G B G B B G B G B G B G B G B

33 G G G G G G G G G G G G G G G G G G

34 T T T T T T T T T T T T T T T T T T

図 4: CA2-bit上での最適時間同期アルゴリズム

A2 を計算機上に実装し, セル数 nを 2≦ n≦ 1000とした
場合の全てにおいてシミュレーションを行い, 正常に動作する
ことを確認した. 以下に定理を記す.

[定理 2]任意の n (n≧ 2)に対して，n個のセル空間を 2n− 2

ステップで同期させる CA2-bit M2が存在する．M2の内部状
態数は 6，遷移規則数は 60である.

7. おわりに

本稿では, CA1-bit上での 2n-1ステップ一斉射撃アルゴリズ
ム並びに CA2-bit上での 2n-2ステップ一斉射撃アルゴリズム
を設計し, 計算機上への実装を行った.
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