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多次元データにおける相関性の抽出
Finding the correlation between some features in multidimensional data.
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In this study, we define the Generality Ordered Relative Neighborhood Graph, which is the undirected graph
being able to represent the information of sample position in the feature space and discuss feature selection for
multidimensional data by the Geometrical Thickness.

1. はじめに

データから特徴間の相関性を見出す場合、ノンパラメトリッ
ク的手法ではモデルの選択という操作が必要となる。これは、
モデルの適用の一意性が存在しないということを意味してお
り、この手法による相関性の抽出は不良設定問題そのものであ
ると言える。
市野ら [1]は幾何学的厚みに着目することを提案している。

これは特徴空間内でのサンプルの散らばりを空間的厚みとして
捉えるもので、モデルの適用をおこなわず相関性の議論が可能
であるという利点を持つ。
本研究では、特徴空間上のサンプルの空間的配置を Gener-

ality Ordered Relative Neighborhood Graph と呼ばれるグ
ラフで表現し、多次元データにおける相関性を幾何学的厚みと
して捉えられる可能性について議論する。

2. 幾何学的厚み

特徴間の相関性の有無は、一方では局所的、他方では大域的
と、特徴空間上でのサンプルの拡がりに違いを与える。この差
異を幾何学的厚みとして捉えることで、相関性の存在を議論す
ることが可能である。
ある特徴軸上で近隣関係にあるサンプル対を他の特徴軸上

に投射し、そのときにできる区間 (図 1(a)では A
′
B
′
, 図 1(b)

では C
′
D
′
)を幅とした矩形領域を考える。すると、相関性が

ある場合（図 1(a)）の方が、そうでない場合（図 1(b)）より

も領域内のサンプル数が少ないことが分かる。このとき矩形領
域の幅の違いから、前者を幾何学的に薄い構造、後者を幾何学
的に厚い構造と呼ぶ。
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(b) 幾何学的に厚い構造

図 1: 幾何学的厚み

3. Cartesian System Model(CSM)

CSM[2]は量質混在型のデータを直接扱うことが可能な数学

モデルで joinとmeetの２つの演算子で構成されている。
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今、特徴集合 F によって形成される d 次元特徴空間 U(d)

を考える。U(d) 上でのサンプル対 (A,B)の joinは次のよう

に定義される。

A�B = (A1 �B1)× (A2 �B2)× · · · (Ad �Bd) (1)

このとき、Ak �Bk は特徴 Fk での特徴値 Ak, Bk の joinで、
特徴 Fk が量的または順序の入った質的特徴のとき、

Ak �Bk = [min(AkL, BkL), max(AkM , BkM )] (2)

とする。AkL, AkM はそれぞれ閉区間 Ak の最小値、最大値で
ある。また、特徴 Fk が質的特徴であるとき、

Ak �Bk = Ak ∪Bk (3)

となる。もう一方の演算子である meet は次のように定義さ
れる。

A�B = (A1 �B1)× (A2 �B2)× · · · (Ad �Bd) (4)

このとき、特徴 Fk が量質問わず、

Ak �Bk = Ak ∩Bk (5)

である。

4. Generality

generality とは、join演算によって空間上に作られる閉領
域内のサンプル数を示す指標である。今、特徴集合 Fでのサ
ンプル集合 Ωを以下の通りであるとする。

Ω = {ω1, ω2, · · · , ωN} (6)

このとき、サンプル対 (ωi, ωj)の generality を次のように定

義する。

gen(ωi, ωj |Fa) = |{ωk|ωk�(ωi�ωj) = ωk, for all k, k 6= i, j}|
(7)

ただし、Fa ⊆ Fであるものとする。

5. Generality Ordered Relative Neigh-
borhood Graph(GORNG)

GORNGは特徴空間上でのサンプルの空間配置を表現する
ことができる無向グラフで、以下のように定義される。

GORNG(n|Fa) = (Ω, E(n|Fa)) (8)

ただし、エッジ集合 E(n|Fa)は以下の通りである。

E(n|Fa) = {en
ij |en

ij is the edge between ωi and ωj

which are satisfying with gen(ωi, ωj |Fa) = n} (9)

図 2は genearlity が 0, 2, 5の GORNGの例を示したもの
である。
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図 2: GORNGの例

6. GORNG分布図

GORNGを用いることで容易に幾何学的厚みの差異を知る
ことが可能である [3]。図 3(b), 4(b)は薄い構造 (図 3(a))、厚

い構造 (図 4(a))を持つ人工データ（サンプル数は 100）に対

して、generality が 0～98 までの GORNG を施したときの
エッジ数をまとめた GORNG分布図と呼ばれるもので、横軸
は generality、縦軸はエッジ数を示している。
この分布図から、薄い構造をもつデータに対しては、gener-

alityが増加するにつれてエッジ総数が全体として単調に減少
しており、厚い構造では指数関数的な減少を示していることが
分かる。よって、この分布図からデータの幾何学的な厚みを判
別することが可能である。
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(a) 薄い構造の人工データ
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(b) GORNG 分布図

図 3: 幾何学的に薄い構造と GORNG分布図
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(a) 厚い構造の人工データ
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図 4: 幾何学的厚い構造と GORNG分布図

7. 多次元データにおける幾何学的厚み

ここで多次元データにおいても幾何学的厚みによる相関性
の抽出が有効であるかの検討をおこなうために、サンプル数を
一定にし、特徴数を増加させたときの薄い構造の存在の有無を
調べた。
用 い た 人 工 デ ー タ は 、特 徴 対 (F2k−1, F2k)

(k = 1, 2, · · · , d/2) のとき薄い構造、厚い構造の２つの

構造が共に存在し、(F2k, F2k+1) (k = 1, 2, · · · , (d− 1)/2)で

は、厚い構造のみを示すというデータである。ただし、２つ
の構造が共存する特徴対での薄い構造に関与するサンプル数
Pthin と厚い構造でのサンプル数 Pthick は、

Pthin = N/
d

2
(10)

Pthick = N − Pthin (11)

であるとし、各サンプルはいずれか１つの特徴対でのみ薄い構
造に関与するものとする。
また、薄い構造の存在は上述のようにGORNG分布図を用

いて判断するのだが、データに観測ノイズが多分に含まれてい
ると分布図から直接、単調減少区間を見出すことが難しくな
る。そこで、あらかじめ適用されるモデルが明確になっている
という理由から、分布図の generality 軸上での部分区間を設
定し、その区間において回帰直線を適用したのち、その当ては
まりの良さを示す指標である決定係数によって単調減少区間の
存在の推定をおこなうこととした。
図 5は計算機実験の結果で、横軸 FN は特徴数、縦軸 DC

は決定係数を表わしており、サンプル総数が 200,300,400のそ
れぞれの結果をグラフ化したものである。なお、決定係数は最
も高い値を示した区間の値を用いている。この図から、特徴数
が８まででは決定係数の値が約 0.8 以上と高い値を示してお
り、明確に薄い構造が存在していることが分かる。また、サン
プル総数が増加することによって高い決定係数の値を示す特徴
数の範囲が増加していることから、薄い構造の存在とサンプル
数との依存関係を示しているものと考えられる。

図 5: 特徴数と決定係数との関係

8. まとめ

多次元データにおける幾何学的厚さについて調べた。いく
つかの異なった特徴対において異なった相関性が観られるとい
う複雑さを持ったデータにもかかわらず、特徴数が８までなら
安定して薄い構造を見出すことが可能であることを示した。ま
た、このようなデータにおいても相関性の抽出が可能であると
いうことは、複数個の局所レベルの相関性を、総体レベルの相
関性として評価可能であることを示唆しているものと考えら
れる。
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